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요 약  

 
본 논문은 양자 오류 완화 기법 중 실제 양자 알고리즘에 적용하고 있는 Symmetric Verification 과  

Virtual Distillation 의 두가지 기법을 소개하며 각 기법들을 유도하기 위한 수학 식들을 전개한다. 각  

기법들이 양자회로에 어떻게 적용되는지 살펴보며 동시에 어떠한 장점과 단점이 존재하는지 확인한다. 

 

Ⅰ. 서 론  

양자 오류 완화기법은 양자 컴퓨팅 알고리즘에서 

발생하는 오류들을 줄이기 위해서 시작된 기법이다. 이 

오류들을 없애기 위해서 오랫동안 연구되어 왔지만 양자 

알고리즘의 발전 속도와 양자 컴퓨터 구현 기술의 발전 

속도가 일치하지 않아서 대부분의 오류 수정 기술들을 

적용하기 위해 많은 비용이 발생한다. 그렇기에 현재 

양자 컴퓨팅 기술개발 수준에 맞춰서 모든 오류를 

수정하지 않더라도 정확한 결과값을 특정할 수 있으며 

상대적으로 발생하는 비용이 적고 즉각적으로 적용할 수 

있는 양자 오류 완화기법에 관한 연구가 활발히 

이루어지기 시작했다. [1-3] 

양자 오류 완화 기법은 여러가지 종류가 있는데 Zero-

Noise Extrapolation(ZNE), Probabilistic Error 

Cancellation(PEC) 등이 존재한다. 이 ZNE, PEC 를 

시작으로 여러 양자 오류 완화 기법들이 연구되기 

시작했다. 본 논문에 소개할 두가지 양자 오류 완화 

기법은 알고리즘에 내재된 확률론적 오류 이외에도 단기 

장치의 잡음으로 인해 발생하는 확률론적 오류의 영향을 

줄일 수 있는 기법들이다.[4] 

 

Ⅱ. 본론  

[4]에서 발전된 QEM 기법 2 가지가 존재하는데, 첫 

번째는 Symmetric Verification(SV)이다. Symmetric 

Verification 은 그림 1 과 같이 큐비트 상태가 특정 

대칭성을 나타내는 경우 이러한 대칭성을 확인하여 

오류를 완화시키는 기법이다.[5] 

Eigenspace 𝑆 안에서 정의된 Pauli group 𝑃 에 대하여 

operator 들을 Pauli basis 로 나타낸 것을 Pauli 

decomposition 이라 정의하며 다음과 같이 나타난다. 
 

𝑂 =  ∑ 𝑜�̂�

𝑎

𝑂 (1) 

𝑁  큐비트 상태 𝜌에 대하여 이  𝑃 ∈ �̂�𝑁는 eigenvalue 

𝑝 = ±1 , 2𝑁−1  dimension 의 eigenspace 를 지니며 

eigenspace 로의 projector 은  𝑀𝑝 =
1

2
(𝐼 + 𝑝�̂�)  이다. 이 

projective 측정자 {𝑀𝑖} 에 대하여 오류가 없는 |𝜓⟩ 가 

𝑀𝑠|𝜓⟩ = |𝜓⟩을 만족할 대, noisy state 𝜌 를 projective 

측정 이후 post-selection 의 과정을 거쳐 다음과 같은 

상태 𝜌𝑠를 만든다. 
 

𝜌𝑠 =
𝑀𝑠𝜌𝑀𝑠

𝑇𝑟[𝑀𝑠𝜌]
 (2) 

  

따라서, 다음과 같은 부등식이 성립한다.   
 

𝑇𝑟[𝜌𝑠|𝜓⟩⟨𝜓| ] =
𝑇𝑟[𝜌|𝜓⟩⟨𝜓|]

𝑇𝑟[�̂�𝑠𝜌]
≥ 𝑇𝑟[𝜌|𝜓⟩⟨𝜓|] (3) 

  

양자 시스템의 Hamiltonian  𝐻 에 대하여 [𝐻, 𝑆] =

 0으로 서로 commute 하다. 따라서, 𝐻의 eigenstate 에 

오류가 발생하여 state 가 eigenspace 𝑆  밖으로 벗어난 

경우 위 부등식이 성립하지 않게 되어서 오류가 발생한 

결과값을 버려 정확도를 높일 수 있다.  

 
그림 1. Symmetric Verification 기본회로 

 

이와 다르게 양자의 복사 및 상태의 검증으로 양자 

오류 완화를 하는 Virtual Distillation(VD) 기법이 

존재한다. VD 기법은 state 𝜌의 D 개의 복사본을 만들어 

각각에 개별적인 측정을 가해주며 각 복사본의 측정 

결과값을 구한다.[6,7] 

𝜌𝐷

𝑇𝑟[𝜌𝐷]
=

Σ𝑖𝑝𝑖
𝐷|𝑖⟩⟨𝑖|

Σ𝑖𝑝𝑖
𝐷   (4) 



여기서 𝜌 = Σ𝑖𝑝𝑖|𝑖⟩⟨𝑖|는 𝜌의 스펙트럼이다. VD 의 최종 

목적은 오류가 없는 operator 𝑂에 대하여 ⟨𝑂⟩𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 ≔
𝑇𝑟[𝑂𝜌𝐷]

𝑇𝑟[𝜌𝐷]
의 값을 구하는 것이다.  

그림 2. Virtual Distillation 기본회로. 𝜌는 initial state, 𝑂는 

observable, 𝐷는 shift operator, 𝑀은 측정자 

 

Cyclic shift operator 𝑆(𝐷) 와 복사본의 𝑖 번째 

subsystem 에 가해지는 operator 𝑂𝑖 를 다음과 같이 

정의하자.  

 

𝑂𝑖 ∶= 𝐼 ⊗ 𝐼 ⊗ … 𝑂 … ⊗ 𝐼 

𝑆(𝐷)|𝜓1⟩ ⊗ |𝜓2⟩ … |𝜓𝐷⟩ ≔ |𝜓2⟩ ⊗ |𝜓3⟩ … |𝜓1⟩ 
(5) 

  

𝑆(𝐷) 의 shift operator 가 필요한 이유는 그림 

2 에서처럼 모든 gate 연산 이후에 각 큐비트들을 

중첩상태로 묶어 주기 위함이다. 식 (5)의 정의를 

이용하여 식 (4)의 분자를 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

𝑇𝑟[𝑂𝜌𝐷] = 𝑇𝑟[𝑂𝑖𝑆(𝐷)𝜌⊗𝐷]

=
1

𝐷
(𝑇𝑟[𝑂1𝑆(𝐷)𝜌⊗𝐷]

+ 𝑂2𝑆(𝐷)𝜌⊗𝐷 + ⋯ )

= 𝑇𝑟[𝑂(𝐷)𝑆(𝐷)𝜌⊗𝐷] 

 

(6) 

𝑇𝑟[𝑂𝜌𝐷]

𝑇𝑟[𝜌𝐷]
=

𝑇𝑟[𝑂(𝐷)𝑆(𝐷)𝜌⊗𝐷]

𝑇𝑟[𝑆(𝐷)𝜌⊗𝐷]
 (7) 

 

혼합 양자 상태 𝜌를 추정된 오류확률 𝜆에 대하여 𝜌 =

𝜆|𝜓⟩⟨𝜓| + (1 − 𝜆) ∑ 𝑝𝑘|𝜓𝑘⟩⟨𝜓𝑘|2𝑁

𝑘=2  과 같이 정의하면 

𝜌⊗𝐷가 다음과 같이 나온다. 

𝜌⊗𝐷

= ∑ 𝑝𝑘1
𝑝𝑘2

⋯ 𝑝𝑘𝐷
|𝜓𝑘1

, 𝜓𝑘2
, … , 𝜓𝑘𝐷

⟩⟨𝜓𝑘1
, 𝜓𝑘2

, … , 𝜓𝑘𝐷
|

2𝑁

𝑘1,…,𝑘𝐷=1

 

 (8) 

이를 식 (7)에 넣으면 다음과 같이 ancilla 큐비트에 

대한 0 상태 측정 확률 𝑃0가 나온다. 

𝑃0 =
1

2
+ 

 
1

2
∑ 𝑝𝑘1

⋯ 𝑝𝑘𝐷
⟨𝜓𝑘1

, … , 𝜓𝑘𝐷
|𝑂(𝐷)|𝜓𝑘1

, 𝜓𝑘2
, … , 𝜓𝑘𝐷

⟩

2𝑁

𝑘1,…,𝑘𝐷=1

 

=
1

2
+

1

2
∑ 𝑝𝑘

𝐷

2𝑁

𝑘1,…,𝑘𝐷=1

⟨𝜓𝑘|𝑂(𝐷)|𝜓𝑘⟩ =
1

2
+

1

2
𝑇𝑟[𝑂𝜌𝐷] 

 (9) 

 

𝑇𝑟[𝑂𝜌(𝐷)] 

= 𝜆𝐷⟨𝜓|𝑂|𝜓⟩ + (1 − 𝜆)𝐷 ∑ 𝑝𝑘
𝐷⟨𝜓𝑘|𝑂|𝜓𝑘⟩

2𝑁

𝑘=2

 

(10) 

  

우리가 구하고자 하는 expectation value 는 𝜆𝑛⟨𝜓|𝑂|𝜓⟩ 

이므로 식 (10)에서 구한 값을 𝜆𝐷로 나눠주면 𝑂에 대한 

오류가 완화된 측정값을 구할 수 있다. 

Ⅲ. 결론  

양자 오류 완화에 유효한 두가지 기법인 SV 와 VD 에 

관해 본 연구를 진행하였다. 오류완화를 위해 시스템의 

기본 대칭에 의존하는 SV 는 매우 간단하며 여러 

알고리즘에 적용하기도 쉽지만 대칭으로 이동하는 

오류를 완화할 수 없기 때문에 오류 완화 능력에 한계가 

있다. VD 의 경우는 사용 및 응용이 용이하다는 점과 

추가적인 측정없이 한번의 진행으로 인해 오류 완화된 

결과값을 얻을 수 있다는 부분에서 유용하다. 첫번째로 

대각화에 의한 측정은 𝑂𝜌(𝐷) 을 동시에 측정할 수 없는 

여러 관측값의 합으로 매핑이 되어야한다. 그렇기 때문에 

각각의 Observable 들을 개별적으로 추정하기 위해서 

더욱 많은 회로의 실행이 필요하다. 두번째로 상태의 

검증을 하는데 있어서 실패한 시도를 폐기하므로 

이상적인 결과값을 얻기까지 여러 번의 시도가 

필요하다.[5-8] 
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